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ब्रिभुजों से पड़ताल 


विनय नायर 


रूपरेखा : यह लेख कुछ सत्रों के बारे में है जो मैंने कुछ कार्यशालराओं के दौरान पाँचवीं से 
आठवीं कक्षा के विद्यार्थियों के साथ किए थे। अधिकांश विद्यार्थियों ने, गणित को स्कूली 
पाठ्यचर्या से इतर कभी नहीं 'देखा' था। हमारा इरादा उन्हें गणितीय तरीक़े से सोचने देना था। 
साथ ही, यह देखना था कि अलग-अलग विद्यार्थी एक ही समस्या को कैसे देखते हैं और 
उसका हल कैसे खोजते हैं। 


संकेत शन्‍्द / कीवर्ड / त्रिगुज; पड़ताल, उच्च स्तरीय सोच, परिमाप; क्षेत्रफल 
समस्या 


हमने विद्यार्थियों के सामने निम्नलिखित समस्या रखी : एक विषमबाहु समकोण बत्रिभुज 
(5८०।॥९॥९ !श8॥-/8।20 7798/९) की दो प्रतियों का उपयोग करें और उन्हें किसी भी तरह मोड़े, 
काटे या एक-दूसरे पर रखे / अतिच्छादित (०५७॥४०) बिना, एक साथ जोड़कर कुछ आकृतियाँ 
बनाएँ। त्रिभुजों को इस तरह से जोड़ा जाना था कि उनके किनारे एक-दूसरे से पूरी तरह सटे 
हुए हों। 

हमने विद्यार्थियों को समूहों में बॉँट दिया और उनसे समस्या के बारे में पड़ताल करने को 
कहा। फिर हमने उनसे कहा कि त्रिभुजों को जोड़कर जो भी आकृतियाँ उन्होंने प्राप्त की हैं, 
उनके चित्र अपनी नोटबुक में बनाएँ। उन आकृतियों के समान दिखने वाली वास्तविक जीवन 
की कुछ वस्तुओं का नाम भी बताएँ। उन्होंने उत्साह के साथ इस काम को किया। कोई भी 
विद्यार्थी इसके प्रति उदासीन नहीं लगा। हालाँकि बोर्ड पर समस्या लिखने के बावजूद बहुत-से 
विद्यार्थियों के लिए हमें निर्देशों को दोहराना पड़ा और उन्हें प्रदर्शनों के माध्यम से समझाया 
गया। 


पन्द्रह-बीस मिनट के बाद, हमने उन्हें अपने चित्र दिखाने के लिए कहा। ज़्यादातर तीन-चार 
आकृतियाँ ही बना पाए। कई विद्यार्थी जिस एक आकृति को बनाने से चूक गए, वह थी, 
समान्तर चदुर्भुज (2३7१॥९॥०४।०॥) (चित्र 6), जो सबसे छोटी भुजाओं को मिलाकर नहीं बनी 
थी। सभी सम्भावित आकृतियों को बोर्ड पर बनाने के बाद, हमने विद्यार्थियों से उन आकृतियों 
को बनाने के लिए कहा, जिन्हें बनाने से वे चूक गए थे। हमने देखा कि जब आकृतियों को 
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'सामान्य' से एक अलग तरह के अभिविन्यास (0#70०॥7800॥) में बनाया गया तो उनमें से कुछ 
(शिक्षकों सहित) को आकृतियों से जूझना पड़ा। उदाहरण के लिए, हम आमतौर पर एक समानन्‍्तर 
चतुर्भुज को इस तरह से बनाते हैं कि उसकी दो विपरीत भुजाएँ 'क्षैत्िज' (॥0#207/9)) यानी, 
ज़मीन के समानान्तर होती हैं। जब हमने एक तिरछा समानन्‍्तर चतुर्भुज दिखाया, तो बहुतों को 
आकृति की पहचान करना कठिन लगा। इस घटना से यह समझ आता है कि एक शिक्षक के 
लिए, आकृतियों की कल्पना करने (५ं5५०४॥22॥#07) में लचीलापन विकसित करना कितना 
महत्त्वपूर्ण है। 


७ ७. 4 बात 


गंहुपार 0 मंशुपार : ०), जाएपी43ए ०१७, 705८, काहुपार 2: शिाएट०फुट, ०ट। 
एंख्टब औ०2ट, एग्फुला 706०प्ट एीणाट, 90भ्व, ए४0|८ 
मिशुफाट 3: $॥|075 ०णा9355, पंहुपार 4: २७ए ॥5॥, 5।०८एगए मंशुपार 5: शाट, बटांब| शंट्फ़ रण 4 
पाणमावंटफ़ग ध्बुंप दा, ती्रागात॑ ग्राण्पायाव, हुक, 0र्ण णए॑ 4 0प5८ 59, 706प्टा, ०८ ठाएडा॥| प्‌ 


बजा (॥9[507८5) 


मंशुपार 6: छिपाणा5ऊ ग्पराञंवट था 
टॉट्एबा०ण, फठ0ट्टांट ण 4 पथ 


चित्र 0 : एक विषमबाहु समकोण त्रिभुज (5८०९॥९ शं8॥/-/॥8|९० 77978/९) की दो प्रतियाँ 
चित्र  : पर्वत, जन्मदिन की टोपी, नाक, पिज़्ज़ा का टुकड़ा, काग़ज़ का रॉकेट 

चित्र 2 : लिफ़ाफ़ा, सेलफ़ोन, बोर्ड, मेज़ 

चित्र 3 : नाविक का दिकसूचक (८०॥॥2959), वज्र (बिजली), काजू कतली, हीरा 

चित्र 4 : रे-फिश, ढलान वाले पर्वत, ग्लाइडर, घर की छत 

चित्र 5 : पतंग, जहाज़ का आकाशीय दृश्य, रॉकेट, गिरते हुए बर्फ के क्रिस्टल (ओले) 


चित्र 6 : लिफ्ट के बाहर का बटन, ट्रेन की बोगी 
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जब हमने पूछा कि हम कैसे सुनिश्चित कर सकते हैं कि ऐसी सिर्फ़ छह आकृतियाँ सम्भव हैं, 
जिन्हें दो विषमबाहु समकोण बत्रिभुजों का उपयोग करके बनाया जा सकता है, तो कई इस बात 
पर इढ्तापूर्वक तर्क नहीं कर पाए। लेकिन कुछ विद्यार्थी अपनी सोच में काफ़ी स्पष्ट थे : 


“प्रत्येक त्रिभुज में तीन भुजाएँ हैं और दो समान माप वाली भुजाओं (८०॥ह्ठा५श॥६ 90९5) 
को दो तरह से जोड़ा जा सकता है - दूसरा तरीक़ा है एक आकृति को पल्नटकर रखना। 
इस प्रकार, तीन गुना दो बराबर छह यानी आकृतियों की रचना के छह तरीक़े निकलते 
हैं।” 
अगला प्रश्न यह जाँचने के लिए था कि क्‍या उन्हें यही उत्तर मिलेगा यदि दो सर्वागसम समकोण 
व्रिभुज, समदविबाहु व्रिभुज (।505८6|€ ॥793॥8|6) हों | इससे उन्हें अपने तर्क को बेहतर तरीक़े से 
व्यक्त करने में मदद मिली। हम पाठक को यह अनुमान त्रगाने के लिए छोड़ देते हैं कि उनके 
तर्क क्‍या रहे होंगे। 


अगला सवाल यह था। कल्पना करो कि यह आकृतियाँ दौड़ के ट्रैक हैं; आपको इनमें से एक 
को चुनना है। जो अपनी पसन्द की आकृति के परिमाप में दौड़ते हुए इस दौड़ को ख़त्म करेंगे, 
उनके लिए कुछ आइसक्रीम रखी गई हैं। यह मानते हुए कि आप आइसक्रीम खाने के इच्छुक 
हैं, आप किस ट्रैक का चयन करेंगे? 


पाँचवीं कक्षा के एक विद्यार्थी को छोड़कर, जिसने लगभग तुरन्त उत्तर दिया था, कोई भी सही 
तर्क पर नहीं पहुँच सका। दिए गए कुछ सामान्य उत्तर थे : 


. चूँकि हमने एक समान दो त्रिभुजों का उपयोग करके सभी आकृतियाँ बनाई हैं, इससे 
कोई फ़र्क नहीं पड़ता कि आप किस ट्रैक को चुनते हैं। 

2. दो त्रिभुजों में से किसी एक को चुनें क्‍योंकि त्रिभुजों की तीन भुजाएँ होती हैं और अन्य 
चारों चतुर्भुज हैं। 

3. उस त्रिभुज को चुनें जिसकी ऊँचाई कम हो। 

4. त्रिभुज चुनें क्योंकि उसमें आपको केवल तीन तीव्र मोड़ों पर मुड़ना होगा (चतुर्भुज के 
मामले में चार तीव्र मोड़ों पर मुड़ने की तुलना में; क्‍योंकि तीव्र मोड़ हमें धीमा करने 
का काम करते हैं।) 

एक विद्यार्थी ने यहाँ तक कहा कि वह एक त्रिभुज का चयन करेगा क्योंकि इसमें ढलान (कर्ण) 
है और उस ढलान पर वह तेज़ी-से दौड़ सकता है। मुझे उम्मीद नहीं थी कि कोई इस तरह से 
सोचेगा। मुझे बस ख़ुद को याद दिलाना था कि एक विद्यार्थी कितने ही तरीक़ों से सोच सकता 
है और एक शिक्षक के लिए यह कितना महत्त्वपूर्ण है कि वह उन सभी मान्यताओं के प्रति 
सचेत रहे जो एक विद्यार्थी बना सकता है। 


एक टीम ने सिर्फ़ एक स्केल लिया, परिमाप को मापा, और इसका हल खोज लिया। तब मैंने 
महसूस किया कि मैंने उन्हें कभी नहीं कहा था कि उन्हें परिमाप को मापकर उत्तर खोजने की 
अनुमति नहीं है। वास्तव में यह उनका स्मार्ट क़दम था। परन्तु, दूसरों ने ऐसा क्‍यों नहीं सोचा? 
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क्या उन्होंने मान लिया था कि मापन की अनुमति नहीं है? या उन्होंने इसके बारे में बिल्कुल 
नहीं सोचा था? 


जिस विद्यार्थी ने लगभग तुरन्त जवाब दिया था, उसने कहा (उसके शब्दों में), “सर, यह स्पष्ट 
है कि हमें सबसे कम परिमाप वाली आकृति खोजना है। हम त्रिभुजों की सबसे लम्बी भुजाओं 
को जोड़कर इस आकृति को प्राप्त कर सकेंगे।” मुझे अच्छा लगा जब उसने 'स्पष्ट है' शब्द 
का इस्तेमाल किया। 


शेष विद्यार्थियों के लिए, हमने उत्तर खोजने का एक तरीक़ा पता लगाने की कोशिश की। इसके 
लिए हमने ०, ४, ८ लम्बाई की कुछ भुजाएँ लीं, जहाँ 6<४<८ और इन चरों के आधार पर 
आकृतियों की तुलना करने की कोशिश की। इसने विद्यार्थियों को यक़ीन दिलाया कि किन 
आकृतियों का परिमाप कम से कम था। 


सत्र से जो पता चला 


. विद्यार्थियों ने ख़ुद ही अवलोकन किया कि एक है क्षेत्रफल वाली आकृतियों के परिमाप 
अलग-अलग हो सकते हैं। मुझे लगता है कि यह सीख लम्बे समय तक रहेगी क्योंकि 
उन्होंने इसे गलतियाँ करके ख़ुद से सीखा था। 

2. हमने विद्यार्थियों को उनके दावों का कारण बताने के लिए प्रेरित किया। वे दूसरों के 
विचारों को भी सुन सकते थे और उनके बारे में सोच सकते थे। 

3. उन्होंने वास्तविक जीवन की वस्तुओं को एक अलग तरीक़े से देखना शुरू किया। 
उदाहरण के लिए, पाँचवीं कक्षा के विद्यार्थियों को नहीं पता था कि समकोण क्‍या होता 
है। मैंने उन्हें बताया कि यह एक | आकृति की तरह होता है और उन्हें कुछ ऐसी 
आकृतियाँ भी दिखाईं। एक मिनट से भी कम समय में, उन्होंने कमरे में कम से कम 
20 ऐसी वस्तुओं की पहचान की जिसमें एक समकोण था। अपने अवचेतन मन में, 
उन्होंने महसूस किया होगा कि वास्तविक जीवन की कई परिस्थितियाँ हैं जिनमें हम 
समकोण का उपयोग करते हैं। उन्होंने वास्तविक जीवन की अन्य वस्तुओं में ज्यामितीय 
आकृतियों को भी देखा। 

4. वे 75 मिनट के लिए सक्रिय शिक्षार्थी थे, क्योंकि वे अपने हाथों से कुछ कर रहे थे, 
समूह के सदस्यों और शिक्षक के साथ बातचीत कर रहे थे। एक कक्षा जहाँ केवल 
एकालाप होता है, किसी के लिए दिलचस्प नहीं होती है। 

5. हमने सत्र की शुरुआत विद्यार्थियों को यह बताने से नहीं की कि वे क्‍या सीखने जा 
रहे हैं। कई बार, अगर कुछ विद्यार्थियों ने कक्षा में पढ़ाए जाने वाले टॉपिक का पहले 
से ही अध्ययन किया है (शायद ट्यूशन शिक्षक के साथ), तो वे कक्षा में सीखने के 
इच्छुक नहीं होते हैं। अत: इनमें से कुछ विद्यार्थी कक्षा में ध्यान नहीं देते हैं। चूँकि 
यह सामान्य तौर पर अपनाई जाने वाली पद्धति से अलग और नई थी, उन्होंने ध्यान 
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दिया। शिक्षकों के लिए यह महत्त्वपूर्ण है कि इस बात को ध्यान में रखें और शिक्षण 
के नियमित तौर-तरीक़ों के साथ-साथ नए और नवाचारी तरीक़ों से भी सिखाएँ। 


विद्यार्थियों की नज़र से आकृतियाँ 


आभार 


सबसे छोटे परिमाप का पता लगाने के लिए प्रश्न का विस्तार करने की प्रेरणा इस वीडियो से 
मिली थी ; *०४०/ 4 5/69/0/2० ॥/807 ॥#/040०/ (०5507. ॥#०450776 ,4/०942 - ॥/9/75 /४० 
/2/00/8/7 
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विनय नायर गणित के शिक्षक हैं। वे मुख्यतया गणित में रुचि रखने वाले मिडिल और हाई 
स्कूल के विद्यार्थियों और शिक्षकों के साथ काम करते हैं। वे कुछ शैक्षिक पहलों का हिस्सा 
भी हैं, जैसे राइजिंग ए मेथमेटिशियन फाउण्डेशन, विचार वाटिका, स्कूल आफ वैदिक मैथ्स 
आदि। प्रतिभाशाली विद्यार्थियों की शिक्षा और भारतीय गणित के इतिहास से उन्हें गहरा लगाव 
है। उनसे ॥3॥५॥3५9/0509079.007॥ पर सम्पर्क किया जा सकता है। 


अनुवाद : प्रमोद मैथित्र 


पुनरीक्षण एवं कॉपी एडीटर : कविता तिवारी 


सम्पादन : राजेश उत्साही 
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